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Etude d’une suite de polynémes a coefficients
entiers

L’utilisation de I'TA est strictement interdite et conduira & une
élimination directe de tous les futurs événements de

Math&Maroc

Rappels :
— On dit que = € R est une racine du polynome P(X) si P(z) = 0.

— Un polynéme P non nul de degré n admet au plus n racines distinctes. En particulier,
le seul polyndéme ayant une infinité de racines est le polynéme nul.
deg(P)
— Soit P = > a3 X* un polynéme non nul, ott deg(P) désigne le degré de P. On
k=0
appelle coefficient dominant de P le terme aqeg(p)-
— Soit P un polynéme non constant. On dit que P est unitaire si son coefficient
dominant vaut 1.

— On dit que les entiers a et b sont premiers entre eux si leur plus grand diviseur
commun vaut 1, i.e., pged(a,b) = 1.

Définition : On considére la suite de polynomes (P,),en définie par :

Py(X)=2, P(X)=X, et pourtout n €N, P, s(X)=XP,(X)— P,(X).

Partie I : Liens avec la trigonométrie réelle

L’objectif de cette partie est de déterminer les racines de P,(X) dans l'intervalle
[—2,2].
1. Calculs préliminaires : Calculer P5(X) et P3(X). Montrer que pour tout n €
N*, P,(X) est un polynéme unitaire de degré n.
Indice : on pourra utiliser une récurrence double.

2. Formule trigonométrique : Soit 6 € R.

(a) Rappeler la formule exprimant cos(a)+cos(b) en fonction de cos(%$2) et cos(%52).
(b) Montrer que pour tout réel 6, cos((n + 2)6) + cos(nf) = 2 cos(#) cos((n + 1)8).

(¢) En posant z = 2 cos(f), démontrer par récurrence double que pour tout n € N :
P,(2cos(0)) = 2cos(nb).

3. Racines : Déduire de la question précédente ’ensemble des racines du polynome
P,(X) dans R. Trouver le nombre de racines distinctes dans l'intervalle | — 2, 2[.
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Partie II : Etude algébrique pour x > 2

Pour étudier les polynémes sur [2,400], on utilise une autre substitution.

1. Substitution réelle : Soit x un réel tel que x > 2.
(a) Montrer que 1'équation ¢ + % = z admet une solution réelle unique ¢ dans
I'intervalle [1, +o0].
(b) Démontrer par récurrence double que pour tout n € N :
1 .1
P, (t—l—;) =1 +t—n.
2. Propriétés de la fonction : Soit » > 1 un entier fixé. On considére la fonction
fn i x+— P,(x) définie sur [2, +00].
(a) Montrer que pour tout = > 2, P,(z) > 2.
(b) En utilisant la variable ¢ introduite précédemment, montrer que la fonction f,
est strictement croissante sur [2, +00.
3. Une relation de composition : Soient n et m deux entiers naturels. En utilisant
indifféeremment la forme trigonométrique (Partie I) ou la forme algébrique (Partie

IT), montrer que :
P,(P, (X)) = Pyn(X).

Partie III : Arithmétique et Infinité des Nombres Pre-
miers

On s’intéresse maintenant a la suite d’entiers générée par ces polynémes pour une
valeur initiale entiére. On fixe a = 3 et on définit la suite (ug)ren par up = Por(3).

1. Construction de la suite :
(a) Calculer uy = Pi(3) et uy = P»(3).
(b) En utilisant la relation de composition établie en I1.3, montrer que :
Poeii(X) = Po(Por (X))
(¢) En déduire que la suite (uy) vérifie la relation de récurrence simple :
Upy1 = U — 2
2. Propriétés de divisibilité :
(a) Montrer que pour tout k € N, u;, est un entier impair.
(b) Soient n et m deux entiers tels que n > m > 0. On souhaite calculer le plus
grand diviseur commun (pged) de wu, et uy,.
— Montrer que uy,1 = —2 (mod uy,).
— Montrer que ty,12 =2 (mod u,y,).
— Montrer par récurrence que pour tout entier j > 2, U4 = 2 (mod ).
(¢) Déduire de ce qui précéde que si d est un diviseur commun & u, et w,, (avec
n > m), alors d doit diviser 2.
3. Conclusion :
(a) Conclure que les termes de la suite (uy)gen sont premiers entre eux deux a
deux.
(b) En déduire que 'ensemble des diviseurs premiers de la suite (uy) est infini.



